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Abstract
In this paper, a mathernatical analysis of in-situ biorestoration
is presented. Mathematical formulation of sucb process leads tía
a system of non-linear partial differential equationa coupled with
ordinary differential equations.
First, we introduce a notion of weak solution then we prove
the existence of at least ono such a solution by a linearization
technique used in [8]. Positivenns and unifonn bound for tbe
subsírates concentration is derived frorn the rnaximum principIe
while sorne regularity propreties, for the pressure and velocity, are
obtained from a local Meyers lemma [1], [12]. Next, assuming
sorne regularity on the sohution, an uniqueness result is presented.
Asymptotical behavior for the contarninant is also studied.
Résumé
Dans ce travail, nona présentons une analyse rnathématique
de la restauration biologique en rnilieu poreux. La modélisation
d’un tel pbénom’ene conduit it un syst~rne d’équations aux dérivées
partielles non-linéaires couplé it des équations différentielles ordi-
naires.
ApÑs avoir introduit une notion de sohution faible, on montre
l’existence d’aumnoins une solution de ce type par une techniquede
linéarisation utilisée dans [8]. La positivité et une borne uniforme
pour la concentration sont déduites dú príncipe du maximum tan-
dis qu’une propriété de régularité pour la vitesse et la preosion est
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obtenue gráce it un lemme de Meyers local [1], [121. Ensuite,
l’unicité des solutions réguli~res ainsi que le comportement asymp-
totique du substrat contaminant sont étudi~.
Introduction
Depuis quelques annés, la production de déchets toxiques dans les
socíetés de consommatio•n a considérablement augmenté entrainant
la pollution des sous-sols. Les produits contaminants sont d’origines
diverses et peuvent &tre de nature organique tels que toluéne, détergents
et DDT; de nature chuxnique inorganiqne teis que nítr¿tes, fluorines,
radiuni; ou encore radioactifs. Cette pollution atteint parfois les nappes
pImréatiques, saurces d’eau potable pour des popuiations entiéres.
Ces derniéres années, la restauration biologique apparait comme une
technique prometteuse paur le traitement des sites pollués, elle consiste
it stimuler l’activité naturelle des micro-organismes présents dans le mi-
lieu par l’apport de substrats nutritifs. En effet, de noznbreuses études
[2], [51ant montré la capacité de certaines bactéries it dégrader différents
types de polluants en présence de substrats comne l’oxygéne, on parle
alors de dégradation en aérobie; lorsque l’oxygéne n’est pas présent,
d’autres substrats comme le nitrogéne peuvent étre utilisés, dans ce cas
la dégradation s’effectue en anaérobie. Cette technique présente de nom-
breux avantages car elle est écologique, súre, rapide et économique 13]. La
restauration bialogique est un phénoméne complexe íncluant le trans-
poñ et l’adsorption des substrats en solution et l’interaction entre les
bactéries et les polluants. Les caractéristiques du site, des bactéries et
des polluants doivent étre aussí príses en compte.
Dans ce travail, naus naus intéressons au modéle proposé par Bor-
den et Bedient [2] ou Wheeler [5], [6] qui décrit la restanration en
aerobie d’un site pollué par un substrat hydrocarboné .9 en présence
de bactéries B. Des expériences et des mesures effectuées sur le site
UCC (United Creosoting Company) au Texas ant permis de valider et
de déterminer le domalne d’applicatíon du modéle [21.
Naus sommes alors conduit it étudier un systéme d’équations non
linéaires et couplées qui comprend deux équations paraboliques de tran-
sport-diffusion-réaction modélisant le trausport et l’utilisation de l’oxy-
géne et du polluant, une ¿quation diférentielle qui régit le développement
des bactéries et une équation elliptique issue de la loi de Darcy.
Aprés avoir introduit. une notion de solution faible du probléme, on
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démontre l’existence d’au rnoins une solution de ce type en linéarisant
et en découplant les équations du probléme; cecí est réalísé, comme dans
[8], par l’introduction d’un retard en temps dans les non-linéarités. Une
borne uniforme sur les concentrations Ox et .9 est déduite du príncipe
du maximum, de laquelle nous obtenons des estímations de 1’énergie
et des propriétés de compacité. Ensuite, nous établissons it l’aide d’un
lemme de Meyer local des propriétés de régularité pour la vitesse V et
la pression p. Enfin, l’unicité des solutions réguliéres aínsi que l’étude
du comportement asymptotique du substrat polluant sont proposées.
Modéle physique
Dans ce travail le milieu est constitué d’un ouvert borné régulier fi de
E3, de frontiére f. Qn désigne par u le vecteur normal extérjeur it r, et
[O,TJ 1’intervalle dii temps d’étude.
La frontiére f est partitionnée comme suit:
f = f~ uf
2 u f3, f1n f5 = 0, ~!=
avec
f1 frontiére d’injection de l’oxygéne
f2 frontiére de récupération
f3 frontiére imperméable.
Qn note
4’ la porosité
K la perméabílité dii milieu
R coefficient de retardation du substrat .9
cx proportion d’oxygéne utilisée par unité de polluant degradée
6 coefficient de production des bactéries
ni coefficient de mortalité des bactéries
a terme assurant la non-dísparition des bactéries
A le tenseur de diffusion moléculaire
D le tenseur de dispersion
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V la vitease de Darcy
p la pressíon
avecm a>OetR,cx,$,6>’O.
Les équations qul modélisent le transport et l’ínteraction des bactéries
et des différentes substances en solutions sont:
Transport diffusion eL réactiora des substrats primaires
Les quantités non-adsorbées seules rentrent en compte daus les ter-
mes de transport et de réaction, c’est le cas du substrat 5.
0.9
(1) $R— — V((A(S) + D(V)) S7S) + V~ VS + $F(Ox,S, B)= O
St
dans (1), RS représente la concentration totale dii polluant dans le mi-
lieux poreux.
Qn suppose que l’oxygéne n’est pas adsorbé par les parois du milleu
poreux.
OOx
(2) 4’— — V((A(Ox) + 13(V)) . VOx)+St
V.VOx+cx@F(Ox,.9,B) = O
Développement des bactéries
Les bactéries sont adsorbées sur les parois du milien, donc ne sont
pas transportées par l’écoulement.
(3) =2.~SF(Ox, .9, B) + mB—a =0
dt
Le terme de réaction F est issu de la cinétique de Monod, u est défini
par
Ox .9
F(Ox,S,B)= Ek~ + Ox ½
oh ki et k2 sont deux constantes strictement positives.
Equatiora de Darc¡, pour un écoulenient niortophasique
La vitesse de ifitration dii fluide est donnée par l’équation de Darcy
(4) p(S)V = —K . (Vp —
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oh ji et /3 représenten respectivement la viscosité dynamique et la densité
du fluide, elles dépendent de la quantité de substrat 5 dissout.
Equation de continuité
Qn suppose de plus que l’écoulement est isovolurne.
(5) V.V=0
Conditiona auz limites
Les conditions aux limites sur la fronti~re f sont:
(6.a) V.nrtg1 sur fj,i= 1 ou2
(6.b) V•n=Osurf~,
(7.a) (A(S) + 13(V)) . V.9.n = O sur ]2 u fa,
(7.b) (A(Qx) + D(V)) . VOx. u = O sur r2 u fa,
(7.c) (A(S) + D(V)) VS. u + gí~ = O sur fi,
(7.d) (A(Ox) + D(V)) . VOx n + g~(Ox — Oxi) = O sur
Les conditíons aux limites (7.c) et (7.d) traduisent le fait d’injecter
sur la fronti&e fi, avec une vitesse normale gí, du fluide non pollué
contenant de l’oxygéne it une concentration Oxí. Les condítions (7.a)
et (7.b) modélisent la frontiére de récuperation f2 oh le fluide compose
de substrat polluant et d’oxygéne sort dii milieu, la frontiére f3 reste
imperméable.
Hypot héses
Dans ce travail. on suppose que les données vérifient les conditíons suiv-
antes:
(H1) Oxí E Loo(R+ x fí),g¿ E Loo(R+ x fí),i = 1 ou 2.
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(H2) g2=O p.p.,Oxí =op.p.
ir1 g1da1 + jg2da2=0
Qn suppose que les tenseurs A et D sont continus sur leur domarne
de définition respectif et que ~ et fi sont continues sur E?.
De plus on fait les hypothéses suivantes:
(H3) V(a,b) E E
2; Bcxí > O;Vc E (a,b);ai =ji(o)
(H4) V(a,b) E ~2;2cxr¿> 0;Vc E (a,b);A(c) =“2
(H5) 2a~ >0; V¿ E E3; K . ¿ ¿ = cx< ¿¡2
(116) VVER3,V¿ER3,D(V) ¿•¿=O
(H7) 3(cx~~, cxs) E (F4-P;VV E E3; ¡ 13(V) ¡=a
4 + cx~ V
Formulation faible
Avant d’écrire la formulation variationnelle dii probléme ou introduit les
espaces suivants: M~ = {VE L~(Q);V.V= 0;V•n=g¿ sur r1,i =
1 ou2,V.n=Osur f\(f1uF2)}
L~(fi) — {u E Loo(fi); u =O p.p. x E fi}
Définition 1 Sous les hypoth¿ses (HJ)... (H5) eL pour tonte donnee zuz-
tiale (Oxc,,
5o, Bc,) appartenartt & (L4-(fi))3, le quintuplet (Ox, 8, B, y, p)
est une solutionfaible duprobl¿nie (7’) défirai par les e”quatioras (1)... (7),
si paur LouL T positif
(Ox, 8) E (L2~0, T[; H1(fi)) fl L~”’(]O, T[; L4-(fi)))2
E EC0flO,T[;L4-(fi))
V E Loo (E4-; 1112)
p E L’%R4-;H1(fi)/R)
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pout toute foraction test y” eL y’~ appartenant ¿ CGO, T[; Wl.oo(fi))
(8) ~ ¡2’ < ¼Y~>dr + Jc,2’J + D(V)) . VS.
+ V~ VSy’,dwdr +4’ JJ F(Ox, 5, B)y’ldwdr = O
— JOT1 giSy’idaidr = O
rT OOx
~ 4’]c, <—y~ <P2> + j j(A(Ox) + 13(V)). VOx~ Vy’2dwd’r
+ [¡y VOx4o2dwdr + cx4’¡ j F(Ox, 5, B)so2dwdr
— ¡c,2’ Ir, gi(Ox — Oxi)y’~daldr = O
dE
(10) — 6F(Ox,S,B) + mli— a = O done fix]0,T[
pour buLe fortetion test «‘ appartenant a H
1(fi)/R
(11) ¡ 1(.9)K (Vp ¡3(S)e)VV~dw+f si«’daiFj g24’da2 = O.
dansV’GO, T[).
La vitesse V est alors donnée par
(12) V —<1(S)K (Vp — /1(5). ez)
Itemarque. Cette définition de solution faible est due au fait que le
tenseur de díspersion 13 n’est pas borne.
Principaux résultata
Exístence d’une sohution faible pour le probléme (7’).
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Théarbme 1. Sons les hypoth¿ses (H1)...(H7), et si les données mt-
Liales sotit dans L+(fi), alors it existe att moirts une solution faible du
probléme (7’) telte que: Ox(O) = Oxo, 5(0) = .9o, E(O) lic,.
Ce résultat est une conséquence du théor~me suívant:
Théor&~me 2. Sons le hypotit¿ses (H1)...(H7), et si de plus:
(HS) Ba6> O;VV E E
3; 1 13(V) 1=cxg
alors it existe att moins une solution faible du problénie 7’ telle que;
(13) Ox lLoc~oy[,L2(ofl=(Mes (fi)d 1 Ox~~ ¡LOO(O) +ci(T).
(14) ¡7’ ¡ VOx V(O) dr=Mes(fi) ¡ Oxo LOO(O) +c
2(T)
2a2
oh e1 eL c2 sont deur fonetioras continues ne dépendant que de f, g~ eL
Ox1
(15) ¡ 5 ¡LOÓGc,,T[,L2(O)>=(Mes(fi))k ¡ ‘~O ¡LOO(O)
(16) ¡2’ ¡ ~ ¡J)<O) dr =!lMes(fi) ¡ ~0 ¡LOO(O)
2cx2
(17) ¡ 5 ¡LO«R+xfl)=l
5o ¡LOOW)
(18) ¡ Ox ¡LOO(R+xO)=Max(j Oxc, ¡LOO(O), ¡ OXi ¡LOO(R±xFi))
(19) ¡ E ¡LOO(IO,T(;L+(O))=g(T)
dli(20) =(6+ m)g(T) + a
dt LOOUo,T!;LOO(O))
oit y est une fonction continue ne dépendant que de 6, ni, a eL lic, LOO(O)
(21) ¡ P ILOO(R+;H1(O)/R)=Cp
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(22) ¡ V ¡LOO(RtM2)= C~
oit e>, eL c~, soiñ deuz constantes strictemeraL positives rae dépendant que
de aa, ,u,/3,K eLlE
1081
(23) ¡ St ¡ L2QO,T~;(H’(O>)’) =iti(T)
(24) OOx =it
2(T)
oil it1 eL it2 soní deux fonetioras continues ne dépendant que de ca,, g,
¡
0o ¡LOO(O), .90 LOO(O), “2 eL a
6.
Itégularité de la vitesse et de la pression.
Propasition 1. 11 existe une constante czo etricternerat supérienre ¿
deux ne dépendartt que des constantes de coercivité et de coratinuité de
ji—i(S)K te/le que V appartienrae & L~(]0, TI; Mq0(fi)) etp appartienne
a Loo(]0,T{;L~o(fi))
Unicité des 8ohutions régulibres paur le probl~me 7’.
Théoréme 3. Si A, ji, fi eL 13 sont unifor’mérnent Lipschitzieranes est
s ‘11 existe deur solutioras faibles (Ox¿, S~, E,,V¿, pñ¡í,2 de 7’ vérifiarat:
(Ox,, Si) E (L
2(]0, T[; wíoo(fi)) h L~flO, T[; L4-(fi)))2
Ej E C0fl0, T[; L4-(fi))p¿ E
Oxí(O) = 0x2(O); Si(O) = 52(O);lií(O) = B
2(O)
alors Ox1 = 0x2; Sí = ~2; E1 = E2; y1 = it2 et Pi = P2~
Comportement asymptotique du substrat 5.
Théoréme 4. Sous l’hypotitése (H8), quarad oit effectue une restaura-
Llora biologique par ventilatiora en injectarat de l’oxyg6ze sur la froratiere
f1 eL en récupérarat une partie du fluide po/lité sur 1’2 alors
hm ¡ 5(t) ¡L2(flV O.
t—>oo
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Itemarque. Les résultats ci-dessus sont aussi valables pour les fonctions
F telles que
F(Ox, 8, E) = B(Fí(Ox, S)Ox + F2(Ox, .9)8),
oh F1 et E’2 sont deux fonctions continues, Lipschitziennes et positíves
de (E
4-)2 véríflant
V(x,y) E (Rfl2,F
1(x,O) F2(0,y) = O.
Généralement, les fonctions utilisées daus les cinétiques qui modélisent
la restauration biologique sont de ce type [21,[5].
Dérnonstration du théor~me 2
Suivant, l’idée utilisée dans [4]et [13],notre méthode consiste it découpler
et it linéariser les équations (8)... (11), en introduisant un retard en
temps dans les termes non-linéaires; on réallse ainsi un algorithme qui
calcule la pression et la vitesse par l’équation de Darcy en prenant la
concentration 5 sohution de l’équation d’advection diffusíon réaction it
l’intervalle de ternps pr&édent. Qn utilise cette vitesse pour évaluer
lea concentrations solutions des équations linéarisées sur l’intervalle de
temps suívañt.
Enfin, les estimations a priori obtennes gr&ce aix estimations
d’énergies et aux estirnations L’~ neus permettent de passer it la
límite et de montrer la convergence du scherna.
Recherche d’zirte solution approchée
Soit.it un réel posítif.
Pour toute fonction mesurable f : E x fi —* 1? soit Thf
1? x fi -~ E te! que rhf (t, x) = f(t — it, x).
Qn pose Oxh(t,x) = Oxc,(x);Sh(t,x) Sc,(x);Bh(t,x) =
Bc,(x);Vt E [—it,O];x E fi
Algorithnie (A)
Qn suppose que .9,. est donnée sur rintervalle ]kit, (k+1)itf, 1v E .NU{— 11.
Qn détermine alors Ph et Vb vérffiant
p~ E Looflkit, (1v + 1)it];H’(fl)/E)
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Vh E Loo(]kit, (1v + 1)it];112)
tel que: V«’ E H’(fi)/.E?
(25) ¡ ji’(S~)K . (Vp,~ — 0(5k) . ez). V«’dw+
Ir1 g1«’d«1 + g2«’da~ = O
Vh est alors déflni par
(26) = ~ —1 (Sh)K . (Vp¡ — /3(8k). ez)
Qn définit ensuite
0h, 5h et Eh sur l’intervalle](k+1)h, (k+2)h] vérífiant
(Ox,,,.9,,) E (Loo(](1v + 1)it, (1v + 2)it]; L4-(fi))
flL2(](1v + 1)h, (1v + 2)h];H’(fi)))2
Eh E Loo(1(1v + 1)it, (1v + 2)it]; L4-(fi))
tel que: V(y’
1, y’~) E (L?~,(R4-; H’(fi)) n Loo(R±x
~(k+2)h 88h
‘bR] <-~opi > dr+
J(k4-2)h >~(k+1)h L (A(rh8h) + 13(7kV>.>) VSpr Vy’idwdr+
(27). f rhVh. VS>.¿pídwdr+
J(k+2)h¡ r>.B>. r>.Ox¡~(k-4-i)h o ki + ThOXh½+
5soídwdr—
J(k-4-2)h¡(k+1)h r, giS>.y’idaidr = O,
J(lc+2>h SOxh4’ <k+1)h St
(A(rhOx,,> + D(r>.V>.)) . VOx>. . Vy’2dwdr±
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r(k+2)h
(28) i(k+1)h L r>.V>. . VOxhy’2dwdr+
~(k+2)h ~.
+cx4’] J ‘rhEh Ox>. ThSh
leí + rhOxh le2 +
¡(k+2)h ir1 gí(Ox,, — Oxj}o2daídr = O,
(k+1)>.
dli,, ( r>.Ox>. r,.S,
(29) ~ vn) E>. —a = O,
dt le~ + r>.Ox>. 1v2 + T,.S>.
t E](le + l)h, (1v + 2)it],
oh Ox>. ((le + l)it, x) , 5,, ((le + 1)it, x) et E>. ((le + l)it, x) sont définís par
l’étape précédente.
Propa8ition 2. L ‘a¿goritnie (A) déflni ci-dessus est consistant et dorane
une solution globale (Ox>.,
5h~ E,,, V>., p,,) satisfaisant
(Ox,,, 5,,) E (Loo(E+; L4-(fi)) 11 L~(R4-; H’(fifl)2
E,, E C0 (lo,TI; L4-(fi))
Vp, E Loo (R4-;111
2)
pp, E L’~ (R4-;H’(fi)¡r);
qui de plus vérifie les estimations(13)... (24).
Preuve de la Proposition 2. Daus ce qui suit, pour alléger les
notations nous omettons l’indice it lorsque cela ne pose pas d’ambiguité..
Résolution de l’équation de Darc¡,
Pour 5 dans Loo(]O, T[; Loo(fi)) donné, 1’équation (25) est de la forme
V«’ E H’(fi)/I?
(30) ¡ ji4(S)K. Vp~ V4’dw 4 ~pi(5)fl(5)K. ez• V«’dw
— g
1«’da1 — g2«’dcr2.
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D’apÑs les hypothéses (H3) et (H5), le membre de gauche est une
forme bílinéaire continue et coercive sur Hí(fi)/R x H1(fi)/R, le mern-
bre de droite est une forme linéaire continne sur H1(fi)/R. Donc,
d’aprés le théoréme de Lax-Milgram et gr&ce it (H2) fi existe un unique
p dans H1(fi)/R solution de (30).
En prenant «‘ = p dans (30) on a
4 . Vp• Vpdw — 4 vi(S)/3(S>K . ez -
gipdaí — g2Pda2
d’oh, en utilisant (H3)
03 Vp IL2(o)=IK~ (MC8W>)t Ip(S) ¡LCC(o)l p’(S)$(S) IL(fl)I V~ L~n>
+ ¡ gí 1L2(T’
1)¡ P ¡L2(T’1) + 1 92 ¡L2<t2)¡ P ¡L2(r2)
Par continuité de l’application trace définie de Hí(fi)/R dans L
2(f),
il existe une constante cp, strictement positive, ne dépendant que de
aa,ji,fi,K,gí,g~ et ~ telle que
(El) ¡Vp¡L2(o)<c»
Donc d’aprés l’équation (12) il existe une constante c~, ne dépendat
que de c>,,ji,/3 et K telle que
(E2) ¡ V ¡C<n~ ~V
Estirnatioras sur E
Etant donné le couple (Ox,8) dans (LooflO, TI; L4-(fi)))2; la solution
de l’équation (29) est donnée par
(31) li(t,x) = li(O,x)exp (f6f«s,x) — rnds)
(jt 613(0, x) — nido) ds
Vt E]0,T[,p.p. x E fi, B(0,x) E L4-(fi)
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r,,Ox(t, x) r,,S(t, x)
avecfa(t, x) — 1v~ + rp,Ox(t, x) le2 + r>.S(t, x)
comme Ox et 5 sont posítives en nulles, fa LOo flo,T<;L+(rn)=1 et donc
si6 ~ nialorsli(t,x) =E(0,x)exp((6—m)t)+ a (exp((6—m)t)-—1)
6—m
sinonli(t,x) =B(O,x) +at;Vt E]0,T[,p.p. xC fi
fl existe donc une fonction g ne dépendant que des données
6, ni, a et ¡ li(O,.) ILOO(O) telle que:
(E3) ¡ E LOO(]o.T[;L+(O))=g(T).
De plus, d’aprés (29)
<¡ t5fa — m ¡¡ E ¡ +a;Vt e]0,T[;p.p. dansfi
par conséquent
dli
(E4) =(6+ m)g(T) + a
dt LOO(lc,,T[;LOO(O))
d’oú, d’apiés Lions [10](lemme page 7), aprk modification éventuelle
sur un ensemble de mesure nulle de ]O, T[, E appartient it Ú~(10,T[; L4-(fi)).
Résolution des équations de transport diffusion réaction.
L’exístence d’une solution paur les équations linéairea (27) et (28)
peut se dén=ontreren approchant y par une suite de fonctions plus
régu]Thres (y..),,>
0 convergeant vers V dans it!2. Ensuite, pour chaque
u en résaud les équations par la métImode de Galerkin. Enfin, gráce aux
estimations a priori du mame type que (13)... (24), on peut passer it la
limite et condure (voir aussi [13]).
EsLimations done Hí(f2)
Etant domiées E dans C
0(]0,T[;L4-(fi)) et (mOx,mS) dans
(Loo(]0,T[;L+(fi)))2. Soit (V..=o)une suite bornée de LooGO,T[;Ma)
convergeant fortement vers V dans L00flO, T[; 112) et soit (Ox,,, 5,,) le
ceuple solution, pour chaque u, du probléme suivant
(Ox.., S.) E (L2(1o~ T[; H’(fi))), V(y’í, y’~) E (L2go, T[; H1(fi)))
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(32) 4’R < 22, 4’I>±4(A(rp,S) ±13(V)). ~ Vsoídw
±4v~. V8,,y’ídw — £. 91.9,,y’1d«1
= —4’ 4 8nfs (‘rp,Ox, rp,8, rp,E) y’1dw;
(33) 4’ 50:,, ~ + 4(A(ritOx) ±13(V)) VOx,,• Vy’2dw
+4 Vn• VOx~y’2dw — £ yt(Ox.. — Oxí»p2daí
— —cx’b 4 Oxnfc(mOx, i-,t.9, r,,E)y’2dw;
p.p. daus ]O,T[,
avec
Qxn(0) = r,,Ox(O), S..(O) = r>.S(O)
et oú
fs(mOx,mS,nzli)=r>.li ‘r,,Ox 1
leí + rp,Ox k2 + rp,S
eL
1
fo(r>.Ox,r,,S,r,,B) =
Comme le tenseur 13 est borné et sachant, d’apÑs le théoréme de Le-
besgue, qu’il existe une sous suite D(V,,k) qui converge forternent vers
13(V) dans L~fl0, T[xfi) pout tout p fmi, 11 est licite d’avoir remplacé
D(V,,) par D(V) dans les équations (32) et (33).
L’existence d’une solution dans L
2flO, T[; ffí(fi)), pour les équations
linéaires (32) et (33) peut se démontrer sans difficulté par le méthode
de Galerkin.
En rempla~ant y’2 par Ox~ dans (33); il .vient:
IOxn¡ ~c2¡o\+[ (A(r,,Ox) +~(~». VOx,,. VOx,,dw
2 dt
it ! 1
+~ ¡f g
1Ox~,daí + ¡ g2Ox~da — ¡ gí(Ox,, — Ox )Ox da
ir1 2 ir2 2 i..i
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= —a4’ 4 fo(’r,,Ox, r,,8, r,,B)0x~dw;p.p. daus ]0, T[
d’oh compte tenu des hypothkes (H2), (H4) et (H6) et sachant que le
membre de droite de l’égalité ci-dessus st négatif ou nul pour tout t
positíf, on a
~ ¡Ox..hj2(o)+cx2 ¡VOxnIL2co)+~ ¡ ~2.4’d 2 1 j~
1 g1ux,,aa1 =£, g1Ox1Ox,,¡ daí.
En utiisaut les inégalités de Young pour majorer le membre de droite
de l’inégalité cí-deasus, 011 obtient
(34) ~.—¡OxfljL2(fl) +cx2¡VOxnIj2(o) =~j~íOx?dui;vt e]O,T[
en intégrant (34) entre O et t, il vient
4’ 2~ ¡Ox..(t)1L2(o)+cx2] VOxnIt2(o) dr < —Mes(fi) IOx..(O)LOO(O)+cít
o
oh cí st une constante ne dépendant que de fi, g~ et Oxi.
Qn conchut que Ox,, demeure borné dans
et on a alors les estiinations suivantes
(ES) sup ¡ Ox,«t) 1i2(ñ)< Mes(O) Ox,, ¡jo~<n~
tc[0,T] 4’
(E6> 2 <
1Mes(fi) ¡Ox..(0)I%>~<o> +di- 2a2 “2
“It E]O,T[
de la méme maniére, on a les estimations suivantes sur 5,,
(E7) sup S,,(t) ¡L2(O)=Mes(fi) ¡ S..(0) ¡tOO(O)
tc[O,TI
£ ¡VS,..¡~>(o) dr $RM (fi)
2cx2
(E8)
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“It E]O,T[
Estimatiotis daus L4-(fi).
Qn écrit maintenant Ox,, = 04 — Ox; et 011 remplace c,o~ par
(—Ox;) dans (33) (ceci est licite car 13(V) est borné et que si Ox,, est
dans H’(fi), II en eat de méme pour 04 et Ox;), d’oh
~ Oxfl1J,2(fl) + 4(A(mOx) + 13(V)) VOx - VO4dw
— ~ £, ~‘ Ox;2 d«í + k £292 (Q4)2 da
2 — £, gíOxíOxdaí
= —sj (Ox;)2 fo(r,,Ox, rp,8, r,,li)dw;p.p. darts]O, T[
or
et saus les hypothéses (H2), (114) et (HO)
j(A(r>.ox) + 13(V)). VOx~j . VO4dw =O;Vt E]O,T[
4£
1~í (0x73
2 dai +
—jgíOxíO4daí =O;Vt E]O,T[
d’oú
(35) ~ IOxflIL2(O) =O;Vt E]O,T[,
apr~s intégration II vient
(36) ¡Ox~i(L)¡~
2(0) =¡Ox~i(O)[~,2(b);Vt c]O,T[
de m&me, en rempla9ant y’í par (—5;) dans (32) et en suivant la méme
démarche on a
(37)
410 P. Fabrie-P.Rasetarinera
commé 8;(O) et Ox;(O) sont nulles presque partout dans fi, on déduit,
pour chaque u, la positivité dii couple (Ox,,, 5..); les données initiales
étant positives mí fules.
Qn pose maíntenant y = Maz (¡Ox..(O)¡LOo(o)~ ¡OxílLoo<jc,r[;r1)) et
x = Ox,, — y, u étant fixé. Alors x est sohution de
Vy’ E L
2(10,TUHi(fi))
4’< —,y~>OX (n%Ox)-1-D(V)>.VxVpdw& jo’
Vn Vx~o—V~V~(~+y)dw
(38) +144 ~í<x+y>paai + ¡~ 92(X 4-y»~2 —44 gí(x 4-y — Oxí ).pdo
1
= —o4’ j<x + y)fo(rhOx, rAS, rhB)$w, p.p. dtrns]O, T[
comine
jv~.. Vy’dw £, g1y’da1 + £2 92y’da2
en écrivant x = — x— puis en prenant y’ = x
4- dans (38) on obtient
4’d ¡VX4-1i2(o) £,
2 1t IX4-I~j2(O> + ~2 ~ gi(x4-)2dai — ~£. g
2(x4-)
2da
2
+ fj-Y Oxí)x
4- da
1 — a4’ 4(x4- + y)x
4-fo(r,,Ox, r,,S, r>.B)dw
le membre de droite de l’inégalité ci-dessus étant toujours négatif, en
intégrant entre O et t, pour tout t daus ]0, T[, il vient
fIv+É2d < ~ Ix4-(O)12
~-Ix (L)11
2<0> + a~J ¡X¡L2(o>S U(O)
or x
4-(0) = O presque partout dans fi, d’oú
Ix4-(L)¡L2(n) = O;Vt E]O,T[.
Par conséquent
(EO), O <Ox..(t, x) =Max (¡ Ox,dO) ¡LOo(o), 1 Oxí ¡Loooo,rí;ro);
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p.p. dans fi, “It E]O,T¡,
de méme, en posant -y =¡ S,«O) ILoo(o),x = 8,,— ‘y et en écrivant une
équation du m~rne type que (38) sur x, on a
(ElO) Vi 610, T[;0 =5,,(t,x) =1S,«O) ¡LOO(n>;p.p. daus fi
Estimation de StS,, eL OtOx,,
Pour Ox,, sohution de (33) et pour toute fonction test ~ daus
L2(]O,T[;H’(fi)) on a
4’[T SOz,, y’> dr -i- E f(5Jrkflr~I
Jo St Jo jOv~~ + 13(V)). VOx..~ Vy’dwdr
— £, — JoT 4 V,,Vy’Ox,,dwdr + £~ giOx,,y’daí + £2 g2Ox,,y’da~
g1(Qxn—Oxí)y’daí+cx4’ .1 4 Ox,,f0(r,,Ox, r>.8, r,,B)y’dwdr = O
d’oú
OOx,
St ~ Vfl ¡LOC>(Jc,,T[;L2Qfl>I Ox,, ILOO(jO,T[;LOO(fl)) +
(IA(rhOx)ILoonow[;Loo(o)) + ¡13(V) ¡LOO(IO,TI;LMO))) IVOZn¡L200,TI;L2(O» +
cx4’ f~ ILOO(]o,T{;LOO(O))I Ox,,
1L2(lO,T[:L2(O>)} ¡ y’ L2(jo,TbH1(n)) +
1 g~ ILocno,r[;Lco(r
2))¡ Ox,, ¡L200,T[;L2(r2))¡ y’ L2(jO,T~;L~(1½))+
¡ gí ¡LOO(lo,T~LOo(ri))¡ Ox1 ¡L260,T[;L2(1’fl)¡ y’ IL2flO,7tL~(ri))
de plus, d’apr~s l’estimation (E3) et par définítion de fo
1 fo LOCflO,7’(;LOO(O))=g(T)-w
Par conséquent, d’apr~s l’hypoth~se (H8), compte tenu des esti-
mations (ES), (E6) et (E9) et parce que A est continue, il existe une
fonction continue fine dépendant que de ~ 1 Ox..(O) ¡LOO(O),
¡ ¾ ¡LOO(lO,TI;L2(Ufl), cxc, “2, kí, 4’,a et fi telle que
OOx,, =fí(T)
t9t
1L2(jO,T[;(W (O))’>
(Eh)
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de méme, il existe une fonction continue f2 ne dépendant que de g, gi, 92,
¡ 8,.(O) ¡t~<o>, ¡ V,, ¡L<~o(Ic,,T(;L2(O)), “6, a2, 1v~, 4’, R el fi telle que
(E12) Os.. =f2(T).
St 1L
2GO,T~«H’(O))’)
Donc, d’apr~s les estimations (ES)... (E12), quitte it extraire une
sous-suite, on peut supposer que:
(Ox,,,S,,) —. (Ox,S)faible* doras Loo(1O,T[xfi),
(Ox,,, 5,,) —. (Ox, 8)faiblernerat dans L2(]0, T[; Hí(fi)),
sous l’hypothése (H6) et parce que la suite (V,
1),,=c,converge fortement
dans Loo(]O,T[;M2):
(OS.. OOxn) (~, 003) faiblement dom L2(]0, T[; H’(fi))’).
Les équations (32) et (33) étant línéaires el par continuité de
l’application trace, les résultats de convergence obtenus suffisent pour
passer it la limite. Le couple (Ox, 5) vérifie alors
(Ox,S) E (L2~O,T[; H’(fi)) fl L~(]0, T[; Lt(fi)))2
V(y’i, y’~) E (L2flO, T[; H1(fi)) fl L~flO, T[; L4-(fi)))2
4’R < ~ +4(A(ri8) + 13(V)). VS. Vy’idw + 4v. VSsoídw
— £~ gíSy’ídaí —.4 SL (r,,Ox, m5, mE) y’
1dw; p.p. daus ]O, T[,
~ 29±~ ±4(A(r>.ox) + D(V)).S70x.Vy’2dw+4 V.VOxy’2dw
— Ir1 gíOx — Oxí)y’2daí = ---cx4’4 Oxf4r,,Ox, rh.9, rp,li)y’2dw,
p.p. dans]O,T[
avec
Ox(O) = i-,,Ox(O)et 5(0) =
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Comme les estimations (ES)... (E12) obtenues sur le couple
(Ox,,, .9,,bz=osont uniformes et les normes considérées étant faiblement
semi-continues ínférieurement, ces estimations sont aussi valables pour
le couple (Ox,S). Cela termine la preuve de la Praposition 2.
RésultaL de continuité forte sur la vitesse et la preasion
Soit (S,,),,=c,une suite bornée de 4> =]O, T[xfi et soit V,, la sohution
de l’équatíon de Darcy avec la donnée.9..
= .,~ i%,)J< . (Vp,, — /3(S,,) .62)
oh p,, est l’unique solution dans L~QO, T[; H’(fi)/R) de 1’équation
‘V’«’ E H’(fi)/.E?
jji-i(.9,,)K. (Vp,, — /1(5..). ez). V«’dw + £, gí«’d«~ + £2 92«’da2 = O
p.p. t EJO, T[.
Lemme 1. SoiL (f,,),,~c, une suite de foractiona mesurables qui con-
verge faiblemertt vera f daras L
2(4>), et (g..),,=oune suite de foractioras
mesurables qui converge vera g presque partout, on suppose de plus qu ‘il
existe une constante a telle que ¡ g,, ¡=a pout tout u. Alors la suite
(f,,gn)..>c, converge faiblement vers 19 daus L2(4>).
Preuve: 11 faut montrer que pour toute fonction y’ de L2(4>),
f’4 f,,g..~odwdr —. 74
Soit it,, = g..y’ une suite fonction de L2(4>); (it,,)..=oconverge vers
gy’ presque partout et de plus it,, ¡=a ¡ y’ ¡. Donc d’aprés le théoñme
de Lebesque (it,,)..>c, converge vers gy’ fortement dans 9(Q). D’oú le
résultat.
Propasition 2. Si (5,,),,=c,est une suite bornée daus Loo(4>) qui con-
verge fortenierat vera .9 dana L2(4>) abra la suite (V,,)..=o converge
fortement vera V dana L200,T[;112), oú y eM l’unique solution de
¿‘¿quation de Darcy ayee la donnée 5.
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Preuve: Soit p la solution de l’équation de Darcy ayee la donnée 5.
V«’ E L2(]O,T[;H’(fi)/R)
[4v’csw.Vp.Vipdwdr = j4ji’(S)fi(S)K. e~. V«’dwdr
— .1£, g
1i,bda1di- — II £2 g2«’da2dr.
La différence p,, — p Vérifie l’équation:
j
T4v’(Sn)K .V(p,,—p) .S7ipdwdr
+ [4 (&‘cs..~ — pi(s)) K Vp VÚ’dwdr
— 74 (ji—í(.9
4fi(.9,,) — ji—1(5)fl(5)) K e2 Vipdzvdr = O.
Comme fi et ji sont continues el d’apr~s les hypothéses sur la suite
(Sn)..=o;quitte it extraire une sons-suite
8,. —* 8 p.p.dans 4>
et (ji(8,,),/1(8,,)) —* (g(8),fi(8))faible * dana Loo(4>),
de plus, d’aprés le théor~me de Lebesgue
(39) (ji(S»),/1(S,,)) —~ (ji(S),fl(83)fortement dana L~(4>),q <+00.
11 est clair que Vp,, converge faiblernení dans L
2(4>) vers Vp. Mon-
trons d’abord que cette convergence est forte.
Prenant «‘ = p,, — p, on obtíent
07’ V(pn—p) W2(q)= — ~/<~2’4(g<’(.9,.) — ji’(S)) K.Vp.V(p,,—p)dwdr
-i-j2’4 (~—í(.9~)fi(.9,.) — ji~~’(5Xf3(s)) K e
1~ V(p.. — p)dwdr
oh az esí une constante positive qul dépend de ji(S,,) ¡LOO(Q) et cxc.
Le Lemme 1 appliqué au produit de fonctions
(4-4(5..) — vi(s)) ~&>.. ~p)
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montre que ce terme tend faiblement vers zéro dans 0(4>), et d’apres
(39) et l’hypoth’ese (H3), la deuxiéme intégrale tend vers zéro.
Soit V dans Loo(]0,T[;112) définie par
y = —ji
1(.9)K. (Vp — /1(5) . ez),
la différence V.. — V s’écrit
y.. — y jii(s,.)K . V(pn — 3) + (ir’ (5..) — fr-i(s)) K . Vp
— (ji~~(5n)/1t~5..) — ji—i(s)jj(S)) K e~.
D’aprés ce qui précéde le premier terme tend vers zéro, le théoréme de
Lebesgue et l’hypothése (H3) assurent que le second et le troisiéme terme
convergent vers zéro dans L2CO,T[;M2).
Résultat de régularité sur la vitesse et la presaion
Etant donné 5 daus Loo(fi), soit p dans Hí(fi)¡R la solution de
(40) V.(ir’(S)K.Vp) = V.(V’(S)fi(S)K.e
2) dans V’(fi)
(41) (Vi(.9)KVp)n= (¡0
1(S)fi(S)K.e
2+x,gi +X292).naur f
oh Xi est la fonctíon indícatrice de f1.
D’aprés Lions-Magenes [11],II existe une fonction C dans Wí4(fi)
pour tout q, telle que
(ji—i(.9)KVG)n = (ji~i(5)fi(.9)K.e~ + XiYi + x2g2).nsur f.
Considérons ensuite u dans H’(fi) telle que p = O + u avec
V.&0’(S)K.Vn) = V{íC’(S)K.(fi(S)e~ — VO)) dana V’(fi)
(ji’(S)K.Vu).n= Oaur f.
D’aprés le lemine de régularité locale de Meyas [1],[12]II existe une
constante a, a > 2, telle que u appartienne it W74(fi).
Notons li(0, R) la baile de centre O et de rayon R. La régularíté
au bord s’étudie par carte locale sur B(0,R) n {(x,y,z) E R%z> O}
en prolongeant par réflexion et syrnétrie la solution it B(0, R) pus en
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appliquant it cette solution le résultat de régularité locale de Meyers 11],
[12].
On montre ainsi qu’il existe une constante qc, > 2 telle que u soit
dans Wí.~o(9). Donc comne O est réguliére, p a la méme régularité que
u. Par conséqnent, d’aprés l’équatíon de Darcy V appartíent á 1t¶fi).
Ceci termine la preuve de la Propasitian 1.
Preuve du Théoréme 2. Sous les hypothéses (Hí)... (H6), on a
constriilt une famille de fonctions (Ox>., Sp,, Bp,, V,,,Ph) vérifiant les es-
timations (El). . . (E12) et les équations suivantes:
V(y’í,y’~) E (Hí(fi)nLoo(fi))2
OSp, f
(42) ‘bR < ~ y’~.> +](A(r~S~) + DQ-p,Vp,)) - VS>.- Vy’
1dw
+4 r,,V,. V.9>.y’1dw g18>.y’1dai
$jT>.B>.1vr>.Oxh 5>
+ rp,Oxp,½+ i-,,8p,y’idwdr = O;p.p. dana ]O, TI
(43) 4’ < 80:>. ~ +4 (A(r>0xp,) + D(r,,Vp,)) . VOxp, Vy’2dw
+ 4 mV,,- VOx p,y’2dw — jí gi(Ox,, — Oxí)y’~dal
+cx4’ 1 m~p, Ox>. y’2dwdr = O;p.p. dana ]O,T[
leí +rp,Oxp,le2+r>.S,,
( ____________(44) dli,, r>0xp, r>.S>. Bp, — a = O;
dt leí + r,,Ox>. le2 + i->.~>.
p.p. dana fi,Vt EIO,T[
et V«’ E H’(fi)/R
(45) 4 jii(s,,)K - (Vp>. — /1(8,,). e~) . V«’dw + £, gí«’daí±
£2 g2«’da2 O.
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Quitte it extraire une sous-suite, on peut supposer que:
(Sp,, Ox>., Bp,) —, (8,Ox,B)faible * dana Loo(]0,TIxfi),
(5,,, Ox,,) —. (S,Ox) faiblenierat daras L2(]O, T[; H’(fi)),
et sous l’hypothése (H6):
¡OS>. OOxP ¡OS OOx,
,
(46) y—~—~ ~ ) —. y-~--~ a ) faiblernerat daras
L2(J0, T[; H’(fi))’).
D’aprés les résultats de continuité forte sur la vitesse et la pression
(47) ph .—*pforLement dane L2(]0,T[;H’(fi)/R),
(48) Vp, -.-* Vfortement dana L2(]O, T[; 112).
En utilísant le lemne d’Aubin, on montre alors que
(8,,,Ox,,) —. (S,Ox)fortement dana L2a0,T[x fi),
De plus, comme Sp, et Ox>. sont bornés dans Loo(]O,T[*fi), on déduit
d’aprés le théoréme de Lebesgue que
(49) (8,,, Ox,,) —4 (8, Ox) fortement dana L~(]O, T[xfi);pour toutpJini.
Lemme 2. Etant donné u>. dana L~(]O, T¡x fi) convergeant fortement
vera u daus L~flO,T[xfi), pour Lout p fmi, dora:
i) rp,up, —4 U fortement dan., LP(]O, T[x fi), pour tout p fui,
u) si de plus, u>. eat positif presque partout dana ]0, T[x fi, eL si 1 est
une fonctiort continue eL bornée de R4- dana R4- alors:
f(r,,u,,) —* f(u)forternent dana L~(JO,T[xfi);pour toutpfni.
Preuve: i) Par hypothése, up, converge fortement vers u dans
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donc la suite (u>.)>. est de Cauchy dans VflO, T[x fi). Les transía-
tions étant fortement continues sur L~flO, T[) (pour tout p fmi), la suite
(rp,np,)p, est aussi de Cauchy dans VflO, T[x fi) par conséquent II existey tel que
r>.u>. —* viortemerat darte L~flO,T[xfi).
d’oii
— u) —. (y— u)fortement dans L~(]O,T[x fi)
de plus
(np, — u) --4 Ofortement daras LP(]O,T[x fi)
d’oh par uxiicité de la limite y = u.
II) Considérons d’abord le cas p = 1.
Soit 4 (resp d) le prolongement par O de u>. (resp u) sur L’(R x fi).
11 est clair que si u>. converge fortement vers u daus L’flO, T[x fi) alors
4 converge fortement vers fl dans L’(R x fi), de plus si 1 est une
fonction continue et bornée sur E4- alors quitte it extraire une sous-
suite et d’apr’es le théoréme de Lebesgue on a
(50) f(4) —. f(i)fortement dana L&(1? x fi).
Comrne
¡f (rp,up,) — 1(n)Iv (O) dt
< Jc,7’•¡ ~(~‘-,,~) — f(rp,iI) IL’(O) dt+j lf(r>.i¡) —1 (i7)¡LI(o)dt
d’oú
(51) ¡1 (mu>.) — f(u)¡Lí®T[XO) =
—~(~‘)iLMoY’~ +44 ¡(miO — f(iO¡Lí(o)dt;
or
jrp,ii (4)— 1 (iO¡~<~d~ = 1(4)— I(~)L’rn~
+ Jo ¡1(4) — 1 (iZHv<rn dt + 7 I¡ (4) — 1 (iO¡v<n> dt;
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par conséquent, d’aprés (50) et (51), f(r>.up,) converge fortement vers
¡(u) dans L’(10,T[xfi).
De plus, comme la fonctíon 1 est bornée, on a l’inégalité d’interpo-
lation:
II (mu,,) — 1(u)Lí,<O) =¡(mu,,) — 1(u)¡~Á(o) ¡1 (mu>.) — f(n)I1I!co);
1
p.p. t E]0,T[avec — = 0;O <0 < 1,
p
on en déduit alors
f(r>.up,) —. f(u)forternent doras L~(]O,T[xfi);pour toutpflrai.
Montrons que Bp, —> E fortement doras LP(]0,T[~<fi), pour toid p
fui.
E>. est solution de l’équation différentielle ordinaire (44) oh les
données (r,,Op,, r>.8p,) sant daus (Loo(]O,T[; L~(fi)))2 et convergent forte-
ment vers (Ox, 5) dans LPflO, T[><fi), pour tout p fmi. Ep, est alors
donnée par
Bp,(t,x) = Ec,(x) exp (Jotf
2crp,o>.,ms,,)ds)
+ a Jot exp (112 (r>.O,., r>.8p,) de) da
p.p.dana fi,Vt E]0,T[;
ou
Ox 5
f2(Ox,S) = 6 —ni.
k1 + Ox ½+ 5
D’aprés le Lemme 2
(52) ( r>.Ox>. r>.8>. ‘\ (_Ox 5
kleí+rp,Oxp,’k2+rp,%) \~leí+Ox’k2+.9)
forternent dana L~(]O, T[x fi); pour tout pfni
Soit E la solution de
1 ~ — (6k1%45 —m)E —a Op.p. dana fi,Vt E]0,T[
(53) j B(O,x) = lio(x)
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Qn a alors:
«¡ exp(j f2(m0xh, ‘rp,Sp,)dO) — exp(j f2(Ox, S)d6) da
+Bo(x) exp(Jo. 12(ThOxh, r>.S>.)da) — exp(j f2(Ox, .9)ds)
or —vn =12(z,’y) =(6—ni) pourtout x et y positífounuls, d’ohd’aprés
l’inégalíté des accroissements flnis
exp (jt .2(rhOxp,, m8~)d6) — exp (jt 12(Ox, 8)dO) =
exp..((6 — m)T) (i->.Ox>., r>.Sp,) — 12(Ox, S)dO ; (t, s) E (]O, TI)2
par conséquent
¡ B>. — E ¡L’(IO,T[xO)=exp((6 — ni)T)T(o-T+ ¡ E(O) ¡LOO(O))
f2(r>.Oxh, rp,8p,) — f2(Ox, 5) ¡L’GO,T[xO)
Qn déduit d’aprés (52) que f2(rh0xh, r>.8p,) converge fortement vers
f2(Ox,S) dáns L’(]O,T[x fi); et en passant it la limite ilvient
E>. —. Eforternent dana L’GO,TIX fi).
De plus E>. et E sont bornés dans Loo(]O,T<x fi), d’oh
(54) E>~ —* Bforternent done L~(]O,T[xfi),pour tout pfni.
oh E est une solution de (53).
Pasaage ¿ la limite sur lea ¿quationa de tranaport-diffusiora-réaction.
Soit (Ox,,, Sp,, E,,, y,,, p,,) la solution des équations (42).. (45); d’aprés
le Lemme 2 et (54)
mE>. mOx>. i-p,~>. —48 Ox 8
leí+r,,Ox>.k
2+r>.5,, 1v~ +0x1v2+5
fortement dana L
2(]O,T[x fi)
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de plus, d’aprés (48) et (49), il existe une sous-suite
.(r,,kOx>.k, i->.kShk, rhkVhk)
qui converge presque partout dans GO, T[x fi) vers (Ox, 5, y). Les sous-
suites (rp,kOxp,k),,k=oet (rhk8hk)hk=osont uniformément bornées daus
L~fl0, T[x fi), par conséquent d’aprés le théoréme de convergence do-
miné de Lebesgue, sous l’hypothése (H8) et par continuité des tenseurs
A et 13
(A(mkOxp,k), A(rp,kSp,k), D(rp,kVhk)) —‘ (A(Ox), A(S), 13(V))
Jortement dana L2flO,T[xfi)etp.p.
d’oií: Vy’ E V(fi)
4 (A(rp,~S>.~) + D(Tp,
1Vh1)) ~~hk . V4odw — 4 (A(S) + D(V))VS.
_________________ f Ox .9
Ii->. Eh T>.kOXhk
5hk <pdw— Ek~ + ThkOXh~, k2 + i->.k~>.k k
1 + Ox k2 + 5y’dw;
p.p. dana ]O, T[
de plus d’aprés (47) et (48)
4rizkvhk. Vy’S>.~dzv —> 4v. Vy’Sdw ;p.p. dana ]O, T[
et d’aprés (46)
y’>—*<
9-,y’>;p.p.danslO,T[
Le passage it la limite sur l’équation en Ox,,k s’effectue de la méne
Comrne 72(fl) est dense dans H’(fi), par continuité et densité,
les résultats ci-dessus sont aussí valables pour y’ dans H1(fi).
Poas age & la limite sur l’équation de Darcy.
Etant donné 5>. une solution de (42), d’aprés (47) et le théoréme de
Lebesgue on a:
V«’ E 23(Q)
jji—’(.9p,)K. Vp>.. V«’dw —. 4 ¡r’}S)K . Vp. V«’dw
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et
4 >0’(S48(8p,)K. e2• V«’dw .. 4 ji—i(.9)fi(s)K. e~•
Comime 23(Q) est dense dans H’(fi), par continuité et densité, les
résultat ci-dessus sont aussi valables pour y’ dans Hí(fi).
Ceci termine la demonstration du Théorbme 2.
Démonstration du théor~me 1
Qn approche le tenseur 13 qui satísfait les hypothéses (116) et (H7)
par une suite de tenseur bornée (13’)¿=ídéfini par
D’(V) -13(V
t)
Pour tout entier 1 le tenseur 131 ainsi définí vérifie les hypothéses
(H6), (H7) et (H8) par conséquent, d’aprés le Théoréme 2 ji existe un
quintuplet (Ox¿, S¿, E¿,V¡, p~) vérifiant la condition initiale (Ox¡(O) =
Oxo, 5¿(0) = So, B¡(0) = Bu), sohution faible dii probléme (7’¿) ci-
dessous:
(55) ‘bR < 22±~ >+4(A (É
1) + D’(V1)) VS1 Vy’jdw±
VS¿y’ídw — £~ g1.9¿y’ida1±
$1 E~ Ox¡ y’itiw = O;p.p. dana ]O, T[,Jo 1ví+Ox¿k2±S¿
00x1 t
(56) St ‘~‘~> -f-](A(Ox¿) + D
1(V¿)) . VOx¡ . Vy’~dw+
4v1. VOx¿y’2dw — 4 gí(Ox¿ — Oxl)y’2daí+
Ox¿ S¿ y’2dwdr = O; p.p. dana JO, TL,
as [E1
Jo kí+ Ox¡½+ S¡
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——“6(57) dE , Ox¿ S
¡
dI k ki+Ox¿1v2+82 ni)flI~U4?~PUUIW5L~Vt ~JU,t[
et V«’ E H’(fi)/I?
(58) 4 ji’(S¿)K. (Vpj — fi(St). ea). V«’dw + gí«’daí+
£2 g2«’d«2 = 0.
Les estimations (El)... (EO) obtenues précédemrnent sont encore
valables car D~ satisfait l’hypothése (H6). Néamoins, u est nécessaire
d’avoir des éstimations uniformes sur et ~ c’est it dire indé-
pendantes de D’(V¡) ¡LOO(O), pour passer it la limite daus les équations
(55) et (56).
Lemme 3. Les suites (D’(V¡) . VOx¿)1~n eL (D
1(V¡) . ~5’)¿~r¡ sont
uniformémeuL bornées darte L2GO, T[;L1 (fi)).
Preuve: D’aprés l’hypothése (H7) et d’aprés l’inégalité de Hblder
¡ D~(V¿) . VS¿~dw =cx
4(Mes(fi))~ ¡VS¿1L2(O)+cxs ¡V¡¡L2(O) ¡VSIIL2(n)
par conséquent
Jo?’ (jj~ D’(V) VShIdw) dr <4<4 Mes(fi) Jo?’ ¡VS¿¡~2 <O) dr
+4<4 IV¡~j <i~ T[L
2(O)) Jo?’ ¡VS1¡~t2 (O) dr
gráce aix estimations (E2) et (ES), il vient
(59) ¡ 131(V¿) . V8¿ ¡L2(1O,T[;Lí(O)>=¿4
de méme
(60) 1 13’(¾). VOx¡ ¡L2(ío?’r;Lí<n)>=C2.
oh ci et c2 sont deux constantes indépendantes de 1.
Estimationa uniformes de O~S~ el OtOxí.
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Soit (Ox¡, S~, E1,V¿,p9,l fixé, une solution dii problérne (Pi). Pour
toute fonction test y’ dans H
3(fi) 011 a
~r 8.9¡ r?’r A
‘bR] <-~—, y’> dr + j ftA(S¿) + 13(V
1)). VS1. Vy’dwdr
— 74V1 . Vy’.9¿dwdr + Jo?’ £2
+.Jo J E1 Oxí S
¿
~
Sachant, d’aprés le théoréme d’ínjection de Kondrachov, que H
3(fi)
s’injecte continument dans WI.oo(fi) (oú fi est un ouvert borné régulier
d’un espace de dimension inférieure on égale it trois) u vient:
4’R ~
5~t9 = {¡ A ILOOGo,T[;LOO(fl))¡ VS¿ I2(Ic,,Tj;t(fl))
+ 13’(V¿) . VS¿ ¡L200,T[;Lí(O))
+ ¡ V¿ ¡LOOGoT[;L2(O))¡ s’l ¡LOO(lO,T[;LOO(O)) +4’g(T)} ¡ y’ IL2Qc,,T[;H3(O))
+ 1g2 ¡Looflc,,TkLOO(r2))¡ 8¡ ¡L2fl0,T[;L2(1’2))¡ y’ II2(lO,TtL~’(1’2))
D’oh, ji existe une fonctíon continue ita indépendante dc 1 telle que
O <ita(T),
de méme, il existe une fonction it4 indépendante de 1 telle que
OOx¿ =~
St L
2flO,T(;(H3(O))’)
Poasage & la limite.
Gráce au lemme d’Aubín on obtient, comnie pour le Théoréme 2,
la convergence des suites (Ox¡)¡~jpq. et (~ñ
161V; on peut donc passer it
la limite dans ]‘équation de Darcy et sur les termes des équations (55)
et (56) oú n’apparaissent pas le tenseur 131, 11 reste alors it étudíer la
convergence de
(4 13’(V¿). VS¡. Vwdw) et de (4 D’(V¿). Vox¡ - V~dw)
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oh 131 satísfait l’hypothése (H7) et (VS¡, VOx¡)161V. convergent faible-
ment vers (VS,VOx) daus (L
2(]O,T[xfl))2.
Lemme 4. SoiL (it,j..=c,une suite de fonctiona équi-intégrablea sur
fi, ouvert borne<, qui converge preaque partout vera it, abra (it,j..=o
converge vera it doras L’(fi).
Preuve: D’aprés le lemime de Fatou it est dans L1(fi), done la farnille
de fonctions {(it..)..=c,, it} est équi-intégrable. Par conséqu~nt pour q
récí positif donné et pour tout u:
3a> Ot.qVE (Efl, Mes(E) =aaíors ji itn ¡ dx =?et £ ¡ it j dx =
de plus d’aprés le théoréme d’Egorov
Va> O, ~E c fi avec Mea(E) =a
Nf 1 it,, —it dx =
_ JO\E
Qn décompose aíors 4 ¡ it,, — it ¡ dx en
4 Iitn—it¡dx =4¡ it~-.it ¡ dx+f ¡it..¡dx+J¡it ¡dx
d’oií le lemme.
Lemme 5. Soit fi un ouvert borné et (f,,),,=c,une suite de fonetiona
mesurablea qui converge presque partout vera f. Ora suppose qu ‘il exiate
une suite de foncion niesurobles (g,,),,>o vérif ant:
f,,(x) ¡=g,,(x)p.p.
et
lim 4 ign—gIdw=O.
Abra (f4..>o converge fortement vera f dana L’(fi).
Preuve: La suite (gn)..=oconverge vers y dans L’(fi) donc:
ve> O;BN> Ot.qVn> N,VE C fi,abora ¡~ g..—g ¡ dx
426 P. Fabrie-P.Rasetarinera
g est équi-intégrable donc:
Ve> 0;Ba> 0;VE c fi,Mea e(fi) <aalors lE ~ ¡ dx =
or par hypothése on a:
£ ¡ ¡ dx it ¡ dx lE g,. — g dx + ¡
d’ oh:
Ve>O;Ba>0,BN>O;VEcfi,Mea(fi)=aetn >1V
obra lE 1 fn 1 dx <e.
De plus la famille {(f..)..<N} est finie donc la suite (f,,)..=oest équi-
intégrale. Qn peut alors condure gr~ce au Lemme 4.
D’aprés (48) et par définition de 13’; D’(V¿) converge vers 13(V)
presque partout dans ]0, T[xfi donc ¡ D’(V,)—D(V) 12 converge presque
partout vers O dans JO, T[x fi; par conséquent sous l’hypothése (HS)
et d’aprés le Lemme 5, D’(V¡) converge fortement vers 13(V) dans
JL2GO,T[x fi. Qn peut alors conchure par:
Vy’ E H3(IO; 4D(v¡rvS¡.vy’dw—~jD(v).vs’.vy’dw
et 413(V
1). VOx¿• Vy’dw j13(v).vox.V~dw.
Sachant que H
3(fi) s’injecte continñment dans Wí~oo(fi), on peut
remplacer ~ par une suite de H3(fi) qui converge dans Wloo(fi) pour
la topologie faible ~, par conséquent les résultats ci-dessus sont aussi val-
ables pour y’ dans Wí~oo(fi).Ceci termine la démonstration du Théor&me
1.
Itemarque. Si la viscosíté dynamique s est constante alors le couple
(V,p) solution de l’équation de Darcy est dans (ii~ x
pou~ tout q fmi. Ce résultat est une conséquence directe du théoréme
de décomposition d’Helniotz; en effet le second membre de l’équatíon:
V+ ¡C’K Vp = —ji1/1(8)K
st dans L~’ (fi). Dans ce cas, l’hypothése (NS) peut &tre remplacé par
(H5P) ¡ 13(V) ¡=a4 V4 +as;q fui.
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Démonstratian du théorbme 3
Soint (Oxí, .~í, E,, Ví, Pí)u1,2 deux solutíons faibles du probléme (7’) sa-
tisfaisant Oxí(O) = 0x2(O), Sr(O) = 52(0) et Bi(0) = E2(O). Le quintu-
plet (Ox,8, E, y, p) déflni par:
Ox = Oxí — 0x2 ;8= 81—82 ;E = E1 — E2 ; V = V1 — V2 ; p = p~ —
verifie les équations
V(y’í,y’2) E (L
2(JO,T[;Wí~oo(fi)))2
(61) 4’R<91,y’í>+I (A(Sí) +13(V
1)). VS. Vy’1dw
Jo
((A(Sj)—A(S2))±(D(Ví)—D(V2))).VS~.Vy’ídw+ 4 V1t?8y’ídw
+¡ V V52y’1dw + 4’ 4(noxi~ .9í, E1) — F(0x2, ~2,E2))y’idw
gíSy’ídaí = O;p.p. doras ]0,T[,
SOz 1
—tY’2> +1St Jo (A(Oxí) + 13(V1)) . VOx. S7y’2dfi
((A(Oxí) — A(0x2)) + (D(Ví) — 13(V2))) . VOx2 . Vy’2dw+
¡y1. VOxy’2dw ±4v. VOx~y’~dw +
J(F(Oxi~ Sí, lii) — F(0x2, 82, E2))y’2dw — £, gíOxy’2daí = O;
p.p. dana ]O,X[,
(63) — 6(F(Oxí, Sí, lií) — F(0x2, 82, E2)) + mR — a = O
dt
+ ¡
(62)
+ 4
dana fix]O, T[,
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V«’ E
(64) 4 &‘(Sí)K. Vp. V«’dw + ¡(¡¿‘(sí) — ji’}52))K ~P2 Vtkdw
— 4(s—1(sí)/1(Sí) — 10’(52)fi(S2))K . e2 Vi,bdw = O; dana VGa, T[).
D’aprés la loí de Darcy, il vient
(65) V = —,¿‘(SflK . Vp — (¡¿‘(Si) — ji’(S2))K . Vp2
— ji’(82)/3(52))K e2.
Une estimation sur p est obtenue en prenant 4’ = p dans (64); d’oh
Vp 1
2L2(n)=e
1 ¡ V~2 ‘Loo(o)’ .9 ~<~¡ Vp 1 5 Iv(n>I Vp ¡L~(n)
ou q et C2 sont deux constantes ne dépendant que de K et des constantes
de Lipschitz de ji et /3.
Par conséquent, il existe une fonction it1 de L~’fl0, T[) telle que
(66) ¡ Vp ¡L2(O)=it,(t) 1 5 ¡L2(O);
de plus, d>’aprés (65)
(67) j V ¡,~=it2(t) ¡ vp
1L2(o) +it
3Q) 1 ~‘
1L2(O),
ou h
2 et it3 sont deux fonctions de Loo(]O,T[).
fl résulte alors des inégalités (66) et (67) l’estimation suivante
(68) ¡ V ¡H2~ h4t) ¡ ~‘ ¡12(0),
ayee h4 = h1it2 + it3.
Afin d’obtenir des estimations sur 5 on prend y’, = 5 dans (61),
d’oh
4’Rd
¡ ‘~ ¡L2(fl) +“2 1 Vs ¡L2(O>
- = [<¿¡ ~‘1—S2 1 ±biV1—V2 ¡) [VS2 ¡¡VS ¡ dw+
4 y ¡¡ .9 ¡ do.> + ¡ F(0x1, S~, fi1) — F(0x2, ~2,fi2) 5 ¡ do.,;
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oh a et b sant respectivements les constantes de Lipschitz de A et 13. En
écrivant
F(Oxi, Si, Bu) — F(0x2, 52, E2) = (F(Oxí, Sí, E1) — F(0x2, ~u, B1))+
(F(0x2, S~, B1) — F(0x2, ~2,E1)) + (F(0x2, S2, Eí) — F(0x2, 52, E2)),
d’aprés (E3) et parce que la fonction E’ est lipsehitzienne il vient
(69) 1 F(Oxí, Si, Sí) — F(0x2, 82, E2) 1=g(T)(j Ox ¡ + ¡ 8¡)+ ¡ E ¡
par conséquent, d’aprés les inégalités de Hálder on a l’estmíatíon
‘bR d 2 VS ¡2<
¡5 ¡12(0) +02 ¡ L
2<n)— a ¡ VS
2 IL~~’(n)
1 5 ¡12(04 VS 12(0) +
¡ V ¡L2<fl)¡ VS
2 ¡LOO(O)I VS IP(O) + 1 y ¡L2(O)l ~‘ ¡L2(fl) +
4’ 1 ~‘ JA(O) (g(r) ¡ ¡L2(O) +g(T) ¡ Ox ¡L2(O) + ¡ E ¡JA(O))
En utilisant les inégalités de Young 11 vient
4’Rd ~ ¡L2<O)=~i— (a ¡.9 ¡~2(o) +b ¡ V ¡L2(O>) ¡ VS2 ¡LOO(O) +
~(¡ ‘~ ¡JA(O) + ¡ y ¡12(0)) 1 VS2 ¡LOO(O) +
4’g(T) (í .s’ JA(O) +~ (¡ Ox ¡L2(O) + ¡ .9 ¡12(0))) +
d’aprés l’estimation (68), u existe une fonction it5 appartenant it
L
1GO,T[) telle que
(70) .~- ¡ 5 ¡L2(O)=its(t) (¡ Ox IL2(O) t 1 ~ ¡JA(O) + E ¡j2(ffl)
de m&me en prenant y’~ = Ox dans (62) et en effectuant la mame
démarche, il existe une fonction it
6 appartenant it L
1(JO, T[) telle que
(71) -~- ¡ Ox ¡L2<O)=it
6(t) (i Ox
1L2(O) + ¡ 5 ¡JA(O) + ¡ E 1L2(O))
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L’estim~tion sur E est obtenue en rnultiplíant (63) par E et ensuite par
intégration sur fi
¡8 ¡L’(O) +ni ¡E ¡2~~~> e4 (F(Ox>, Si, R~) — F(0x2, ~2, 82)) Bdw
d’oh cornpte tenu de (69) on a l’inégalíté
ld 2¡ E ¡~<o) +m j BIj2<fl)
= ág(T) ¡ E IL;(n) (¡ Ox IL2(o) + ¡ ‘~ ¡L2(O)) + 6 ¡ E ¡L2Q•j)
D’aprés l’inégalité de Young il vient
(72) d .,.~ 9—I
1L2(0)=1i
71t> ij Ox ¡L2(O) 1- j b ¡1,2(0) -f- 1 ‘~ 1L2(O))di
oh it7 est une fonctíon continue nc dépendant que de 6 et g
Finalement, en sommant lea inégalités (70), (71) et (72) on obtient
— (¡ Ox ¡L2(O> + ¡ 5 12(0) + 1 E ¡L2(0)) <
(it5(t) + it6(t) + h7(t)) (¡ Ox L2(0> + 5 ¡L2(0) + 1 E 1L2(12))
et on conclut en appliquant le lemme de Gronwall.
Comportement asymptotique
Nous nous intéressons íd au comportement, lorsque t tend vers l’infini,
du substrat polluant 8.
Lorsque 13 satisfait (HS) et pour E donné dans C
0(R4-; L4-(fi)),
Ox et .9 vérifient
(Ox,S) E (L2 (R±;H’(fi)) flLoo (RtL+(rn))2
pour toute fonction test y’~ et y’~ dans
(L2(R4- ; H’(fi)) n Loo(R+ ;
(73) 4’Rc ~ ±4 4(A(S)+13(V)). VS. Vy’
1dw+ V~VSy’1dw
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— g~Sy’ídaí = —4’ 4 F(Ox, 8, E)y’ídw ; p.p. t> 0,
OOx f
(74) 4’ < ~ q’> +] (A(Ox) + 13(V)). VOx - Vy’2dw+
4v. VOxy’2dw — £, yí(Ox — Oxí)rp2daí
— —cx4’jF(Ox,8,B)y’2dw;P.~.t> 0,
en prenant y’i = .9 daus (73) il vient
4’Rd 2 1
(75) —~-~jS ~ +&2 ¡VS l~y,2<fl) —~ ir1 gíS
2daí =
F(Ox,S,E)Sdw ;p.p. t> O.
En supposant que
“It> O, gj =e p.p. dana f
1, oit e esL une conatanLe stricternent poaitif
et comne la fonctíon F(Ox, 8, E) est positive presque partout dans fi,
(75) donne
4’Rd [
2dt 8 1i2(o) ±02¡VS ¡b2<O> +~ ir1 S
2daí <0.2
La mesure de Lebesgue bidimensionnelle de f
1 étant positive, l’inégalíté
de Poincaré donne
.s ¡~2<o~ +/3í ¡ 5 ¡12(o)=O pour une constonte fi > O,
et donc
lim ¡5(1)12 .t—>oo L2(O)
d’oh le Tbéaréme 4.
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